Conceitos de Relatividade
Restrita

Michel Betz

3 de marco de 2020



Preambulo

Este texto apresenta os principais conceitos cinematicos basicos da Relatividade Restrita,
quais sejam, a dilatacao do tempo, a contracao dos comprimentos e a lei de composicao
das velocidades colineares. O popular “paradoxo dos gémeos” também é discutido.

A abordagem empregada foi desenvolvida pelo cosmdlogo britanico Hermann Bondi e é
conhecida na literatura como “calculo k”, por utilizar como quantidade basica, para estipular
a relagao entre dois observadores em movimento relativo, um fator adimensional para o qual
Bondi adotou a notacao k. Este fator nada mais é que o fator caracteristico do efeito Doppler
para a luz, ou seja, a razao entre os periodos de emissao, por um dos observadores, e de
recepcao, pelo outro observador, de sinais luminosos. Bondi demonstrou que o uso deste
fator na analise de determinadas situagées envolvendo a troca de pulsos de luz entre dois,
ou mais, observadores permite uma deducao particularmente simples dos efeitos, a priori
contraintuitivos, implicados pelos postulados da Relatividade Restrita.

No presente trabalho, cada situacao relevante esta apresentada e analisada sucessiva-
mente, numa notacdo matematica (algébrica) genérica. Num apéndice, sdo considerados
casos concretos de realizagao numeérica destas situacées. Diagramas de visualizagdo dos
movimentos envolvidos, no espago-tempo, conhecidos como diagramas de Minkowski, sao
utilizados para ilustrar tanto as apresentacoées genéricas quanto os casos especificos ilus-
trativos.

Este texto acompanha um conjunto de animacées computadorizadas que permitem vi-
sualizar na tela, para cada situagdo, os movimentos dos varios observadores, pulsos de luz
e outras entidades, com construgcao dindmica simultdnea do diagrama de Minkowski e de
uma tabela que registra os tempos de ocorréncia dos principais eventos.



Capitulo 1

Alguns conceitos basicos

1.1 Introducao

Este capitulo define alguns conceitos basicos, indispensaveis para o desenvolvimento da
cinematica relativistica e que serao utilizados repetidamente em todos os argumentos. Ele
também introduz uma representacao grafica dos movimentos, que facilitara a visualizagao
das situagdes consideradas no estabelecimento das principais consequéncias dos principios
da Relatividade Restrita.

1.2 Evento

Um evento é algo que acontece em algum lugar, em algum instante. O seu nascimento, ou
a emissao de um flash por uma maquina fotografica, sdo exemplos de eventos. Evidente-
mente, trata-se, muitas vezes, de uma idealizagao valida se o fendbmeno em questao teve
curta duragao e ocorreu numa regiao de pouca extensao espacial.

1.3 Observador

Um observador é alguém que observa e descreve eventos. Observadores distintos podem
descrever o mesmo evento de maneira diferente. Deve-se enfatizar que nao se trata aqui
de diferencas subjetivas, e sim de diferencas racionalmente explicaveis, em especial em
termos dos estados de movimento relativo dos observadores.



CAPITULO 1. ALGUNS CONCEITOS BASICOS 2

1.4 Referencial

Para descrever um evento com precisdao, um observador utiliza um sistema de referéncia,
ou referencial. Um referencial € constituido de um sistema de coordenadas de posi¢ao, uti-
lizadas para especificar o lugar em que o evento ocorre, e de uma escala temporal, utilizada
para especificar o instante em que o evento ocorre. Posicoes podem ser determinadas com
uma fita métrica (para medir distancias) e um teodolito (para medir angulos). Tempos po-
dem ser medidos com um reldgio. Assim, concretamente, podemos associar um referencial
a um observador equipado de uma fita métrica, um teodolito e um reldgio. Observadores
distintos atribuem, em geral, ao mesmo evento, posi¢oes diferentes e tempos diferentes.

1.5 Espaco-tempo

No estudo da relatividade, é frequentemente conveniente juntar o espaco de posigao (tridi-
mensional) e a escala de tempo (unidimensional) para formar um Unico espago, chamado
espaco-tempo (tetradimensional). A cada evento esta associado um ponto no espaco-
tempo. A histéria de um ente qualquer pode ser considerada como uma sucessao continua
de eventos. Portanto, tal histéria é representada no espaco-tempo por uma linha continua,
chamada /inha de mundo do ente.

1.6 Diagrama de Minkowski

O espaco-tempo de eventos e as linhas de mundo de entes fisicos, podem ser visualizados
através de um diagrama de Minkowski. Nao é possivel desenhar em quatro dimensdes,
portanto precisamos “esquecer” no minimo uma das direcbes na posicao para fazer um
diagrama de Minkowski. Ja que uma folha de papel, ou a tela do computador, sao su-
perficies bidimensionais, uma maior clareza é obtida no desenho se pudermos “esquecer”
duas direcdes na posicao. A condicao para que isto seja possivel é que todos os eventos
considerados acontegam no espago sobre a mesma linha reta. Isto sera o caso para todas
as situacoes concretas consideradas neste texto.

Num diagrama de Minkowski, um evento é representado por um ponto. Definindo-se no
diagrama um sistema de eixos ortogonais, o tempo de ocorréncia do evento esta medido
ao longo de um dos eixos e a posicao do evento ao longo do outro eixo. Neste texto,
convencionamos que o tempo de ocorréncia esta dado em abscissa (eixo horizontal na
tela do computador) e a posicao esta dada em ordenada (eixo vertical na tela). Deve-se
enfatizar que esta convencao é arbitraria e muitos livros-textos de relatividade, bem
como artigos de pesquisa, utilizam a convencao inversa. A convencao aqui adotada
possui a vantagem de corresponder a representacao grafica usual de uma fungao, na qual
os valores da variavel estao indicados em abscissa e os valores correspondentes da funcao
em ordenada. Num diagrama de Minkowski, a linha de mundo de um ente indica a variagao
da posicao do ente como fungao do tempo.

Como sera visto na apresentacao dos postulados da Relatividade Restrita, a velocidade
da luz no vacuo possui um papel de destaque nesta teoria, por tratar-se de uma constante
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universal. Por esta razao, é conveniente utilizar uma unidade de distancia relacionada com
a unidade de tempo de maneira que a velocidade da luz seja igual a um. Um exemplo
de uma unidade de distancia deste tipo, comumente utilizada na Astronomia, é o ano-luz,
que vem a ser a distancia percorrida pela luz num ano. Obviamente, a velocidade da luz é
entdo um ano-luz por ano. Com tais unidades, durante um intervalo de tempo unitario, um
pulso de luz se desloca uma distancia unitaria. Consequentemente, as linhas de mundo
de pulsos de luz sao retas inclinadas a 45 graus num diagrama de Minkowski. De acordo
com a Relatividade Restrita, nenhum corpo pode mover-se com velocidade superior a da
luz. Portanto, num diagrama de Minkowski, nenhuma linha de mundo pode ter inclinagao
superior a 45 graus em relagao a horizontal. Consequentemente, esses diagramas serao
usualmente mais largos de que altos. Vale notar que esta caracteristica resulta da escolha
da direcao horizontal para o eixo temporal e constitui-se numa motivacao adicional para
adotar esta convencao: o presente texto acompanha um programa de animacao e a tela de
um computador é, pelo menos na disposicdo mais usual, mais larga de que alta.

Ja que as coordenadas de posicao e de tempo dependem do referencial, deve-se sem-
pre especificar qual observador esta medindo os valores representados em abscissa e em
ordenada num diagrama de Minkowski.

X

Figura 1.1: Exemplo de diagrama de Minkowski mostrando as linhas de mundo de 4 observadores
e de um pulso de luz emitido por um dos observadores (A), refletido por um segundo observador
(B’) e recebido de volta pelo primeiro. As linhas de mundo dos observadores estdo indicadas por
letras maiusculas regulares e os eventos por letras maiusculas inclinadas na cor bordé. As linhas de
mundo de pulsos de luz estdo na cor amarela. No diagrama, estao indicadas ainda as coordenadas
do evento de reflexao do pulso de luz, no referencial utilizado, que é aquele associado ao observador
A.

A Figura 1.1 apresenta uma ilustragao dos conceitos introduzidos acima. As linhas de
mundo de quatro observadores denominados A, D, B’ e C” estao representadas. Os eixos
de coordenadas indicam o tempo e as posigcdes como determinados pelo observador A,
ou ainda, no referencial utilizado, o observador A esta em repouso, a sua posi¢cao nao se
modifica e, consequentemente, a sua linha de mundo € uma reta horizontal no grafico. O
mesmo é verdade do observador D, que ndo se movimenta em relagao a A, apenas esta
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localizado em outro lugar. O observador B’ passa pelo observador A no evento denotado
O e, a partir deste momento, passa a afastar-se de A. Algum tempo apds a passagem de
B’, o observador A manda um pulso de luz que é refletido por B’ e recebido de volta por
A. Os eventos de emissao, reflexao e recepcao deste pulso estdao denotados por /, Re F,
respectivamente. O quarto observador, C”, cruza o observador D no evento denotado P e,
a partir dai, passa a afastar-se de D e vir ao encontro de A e B’, cruzando este ultimo no
evento Q.

Vale a pena resumir as convengoes adotadas na Figura 1.1, que serao sistematicamente
utilizadas neste trabalho. Os eventos estao indicados por uma letra maiuscula em fonte
inclinada e cor bordé. As linhas de mundo dos pulsos de luz estao representadas em

. A cada observador estao atribuidas uma letra mailuscula do comeco do alfabeto
em fonte regular e uma cor. Dois observadores que estao em repouso relativo recebem
a mesma cor, mas dois observadores em movimento relativo recebem cores diferentes.
Como o leitor pode ter dificuldade em distinguir cores, ou pode desejar imprimir o texto
em preto e branco, uma convencao adicional, redundante com a cor, é ainda utilizada:
os referenciais de observadores em movimento relativo estao distinguidos pelo numeros de
“linhas” acompanhando os simbolos associados. No exemplo acima, usou-se 0s simbolos A
e D, sem linha em nenhum deles, pois 0s observadores correspondentes estao em repouso
relativo, mas usou-se B’, e ndo B, para indicar que o observador B’ esta em movimento
em relacao aos observadores A e D. Da mesma maneira, usou-se C” para indicar que este
observador esta em movimento, tanto em relacdo a A e D quanto em relacdo a B'. Esta
convencao sera particularmente Util para distinguir as coordenadas atribuidas ao mesmo
evento por dois observadores em movimento relativo. Por exemplo, as cordenadas de tempo
e espaco atribuidas pelo observador A ao evento R de reflexao do pulso de luz seriam
denotadas por t; € xz. Como, no diagrama da Figura 1.1, o sistema de coordenadas é
aquele utilizado pelo observador A, estas coordenadas podem ser facilmente obtidas por
projecdes ortogonais sobre os eixos, como visto na figura. Ja as coordenadas atribuidas
por B" ao mesmo evento, que seriam denotadas por t'; e x'z, ndo podem ser facilmente
visualizadas no grafico embora, neste caso, sendo R um evento da vida de B’, se, como é
natural, este escolher a sua prépria posicao como origem do seu sistema de coordenadas
espaciais, ter-se-a x'y = 0, evidentemente.



Capitulo 2

Introducao e Principios

2.1 Introducao

Neste capitulo, sao brevemente revisados alguns aspectos importantes da fisica classica,
em especial no que diz respeito ao movimento dos corpos e a propagacao das ondas. Em
seguida, sao enunciados os dois postulados fundamentais da Relatividade, destacando as
suas relacdes e diferencas com os conceitos classicos previamente lembrados.

2.2 Mecanica Classica

A mecanica classica, ou mecanica newtoniana, estabelece as leis gerais de movimento dos
corpos quando as suas velocidades sao muito menores que a velocidade da luz.

A primeira lei de Newton afirma que existe uma classe de referenciais nos quais todos
os corpos livres de influéncias de outros corpos estao em movimento retilineo uniforme ou
em repouso. Estes referenciais sao chamados referenciais inerciais. Um referencial em
movimento retilineo uniforme em relagcdo a um referencial inercial também ¢é inercial.

Na mecanica newtoniana, o ftempo e absoluto, ou seja, € 0 mesmo em todos os refe-
renciais. As leis da mecanica classica sao formuladas nos referenciais inerciais e sao
as mesmas em todos os referenciais inerciais.

A segunda lei de Newton introduz o conceito de forca para representar a influéncia
de outro corpo sobre o movimento de um dado corpo. Ela afirma que forca produz
aceleracao.

A mecanica newtoniana integra o principio de Galileu segundo o qual nao € possivel,
através da observacao de fendmenos fisicos acontecendo dentro de um laboratorio, deter-
minar se este estd em movimento retilineo uniforme ou em repouso.

No quadro conceitual da mecéanica newtoniana, nao ha limite no valor que a velocidade
de propagacao de uma particula ou sinal pode assumir. Assim, esta teoria admite a nogao
de influéncia instantanea a distancia. Como enfatizado abaixo, na Relatividade de Einstein,
uma teoria mais precisa e geral, ha um limite na velocidade de propagagao de qualquer sinal
e 0 conceito de agao instantanea a distancia reduz-se a uma aproximacao valida apenas
em certas circunstancias.
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2.3 Ondas num meio material

As leis de propagacao das ondas materiais sao normalmente formuladas no referen-
cial de repouso do meio de propagacao. Para uma onda sonora, por exemplo, a veloci-
dade de propagacao da onda em relagdo ao meio € uma propriedade caracteristica deste
meio.

Se o meio material de propagacao estiver em movimento no referencial do observador,
a velocidade de propagacao observada para a onda resultara da combinacdo da veloci-
dade do meio com a velocidade de propagacao da onda em relagao ao meio. Portanto a
velocidade atribuida a onda pelo observador dependera da velocidade do meio.

A frequéncia observada € afetada tanto pelo movimento do emissor como pelo movi-
mento do detector, em relagcao ao meio de propagacao.

2.4 Luz

A luz é um fenbmeno ondulatério, mais precisamente, uma onda eletromagnética que, ao
contrario do som, pode se propagar em regides do espago nas quais nao ha matéria. Todas
as tentativas de identificar um meio de propagacao (o hipotético efer) fracassaram e pode-
se afirmar que a luz se propaga no vacuo.

2.5 Postulados da Relatividade Restrita

A Relatividade Restrita esta essencialmente contida em dois postulados cujos enunciados
sao bastante simples:

e Todas as leis da Fisica sao validas em todos os referenciais inerciais.

e A velocidade da luz no vacuo é uma constante universal, independente da fre-
guéncia e do movimento da fonte.

Porém, a aceitacdo simultanea desses dois postulados leva imediatamente a uma con-
clusdao dramatica: a velocidade da luz possui o mesmo valor em todos os referen-
ciais inerciais. Tal conclusdo esta em contradicdo com as nossas nogoes intuitivas de
combinagao das velocidades mas a sua validade foi confirmada por um famoso experimento
realizado por Michelson e Morley, que demonstraram que a velocidade da luz medida num
laboratério terrestre nao é afetada pelo movimento orbital da Terra em torno do Sol. Sendo
assim, fica claro que o desenvolvimento da teoria da Relatividade Restrita ira exigir uma
revisao profunda dos nossos conceitos de espaco e de tempo.

Apenas na base dos dois postulados enunciados acima, nao seria descartada, a priori,
a possibilidade de alguma particula ou algum sinal propagar-se com velocidade superior a
velocidade da luz. Tais entidades, conhecidas na literatura como faquions, tém sido objetos
de numerosos estudos tedricos e buscas experimentais. Pode-se afirmar, porém, que nao
ha evidéncia convincente da sua existéncia que, do ponto de vista tedrico, seria bastante
problematica pois implicaria na possibilidade de o futuro influenciar o passado. Esta questao
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nao sera aprofundada aqui e sera abracada a hipotese adicional de que a velocidade da
luz no vacuo constitui um limite intransponivel, alcancado pelas ondas eletromagnéticas e
possivelmente por outros campos ou particulas, mas nunca ultrapassado.



Capitulo 3
O fator k de Bondi

3.1 Introducao

No desenvolvimento da Relatividade Restrita, uma tarefa essencial é de estabelecer as
relacdes entre medidas de tempo, distancia, e outras grandezas associadas, realizadas
por dois observadores inerciais. Para tanto, € preciso primeiro caracterizar o movimento
de um dos observadores em relacdo ao outro. O procedimento mais usual é de estipular
a velocidade relativa dos observadores. Porém, como ja antecipado no capitulo anterior,
o conceito de velocidade precisara, ele mesmo, ser reavaliado na Relatividade Restrita e
invoca-lo desde o comeco é discutivel do ponto de vista conceitual e, na verdade, pouco
conveniente na pratica.

Procurando uma abordagem alternativa, o cosmoélogo Hermann Bondi sugeriu comegar
por considerar pulsos de luz emitidos pelo primeiro observador e recebidos pelo segundo.
A razao entre o intervalo de recepcao e o intervalo de emissao desses pulsos, que Bondi
alcunhou de fator k, pode ser adotada convenientemente como quantidade basica para
especificar a relacao entre os observadores. Se eles estiverem em repouso relativo, o fator
k sera, evidentemente, igual a um, mas se os observadores estiverem se afastando ou se
aproximando um do outro, o valor de k sera diferente de um. Basta imaginar uma sequéncia
de pulsos emitidos (e, portanto, recebidos) a intervalos regulares, para poder interpretar o
fator k como a razao entre os periodos de repeti¢céo das recepgdes e das emissdes. O fato
de tal razao diferir da unidade quando o receptor estd em movimento em relacéo ao emissor
nada mais € que o efeito Doppler, bem conhecido da fisica ondulatéria classica.

No presente capitulo, estao discutidas, na base dos postulados da Relatividade Restrita,
algumas propriedades elementares do fator k, quantidade que sera utilizada em todo o
desenvolvimento para caracterizar a relagao entre observadores em movimento relativo
retilineo e uniforme.
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3.2 Situacao

Sejam trés observadores A, B’ e C, tais que C esteja distante de A mas em repouso em
relacao a A e que B’ esteja se afastando de A e se aproximando de C. Cada observador
carrega um relégio e os observadores A e B’ também carregam dispositivos capazes de
emitir pulsos de luz a intervalos regulares.

X
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Figura 3.1: Diagrama de Minkowski mostrando a situagdo considerada na introdugao e discussao
do fator de Bondi. Os observadores A e C estao distantes mas em repouso um em relagdo ao outro.
O observador B’ esta se afastando de A e se aproximando de C. As linhas de mundo desses trés
observadores estao representadas no sistema de coordenadas associado ao referencial de A. As
linhas de mundo dos pulsos de luz emitidos por A e B’ também estao desenhadas. Os eventos de
emissao e detecgdo dos pulsos de luz estao representados por pontos na cor bordé.

O observador A emite pulsos de luz separados por intervalos de tempo iguais T (medidos
pelo reldgio de A)

Esses pulsos sao recebidos por B’ a intervalos regulares T’ (medidos pelo relogio de B’).
Cada vez que o observador B’ recebe um pulso de luz vindo de A, ele também emite um
pulso de luz.

O observador C recebe os pulsos emitidos por A e B'.

Esta situacao pode ser visualizada no diagrama de Minkowski da Figura 3.1.

3.3 Definicao

Por estar em movimento em relagao a A, o observador B’ recebe os pulsos emitidos por A a
intervalos T, diferente de T. Este efeito, conhecido como efeito Doppler, é bastante familiar.
Por exemplo, 0 som do motor de um avidao € mais agudo quando o avido esta se aproxi-
mando da pessoa que ouve o barulho e mais grave quando o aviao esta se afastando. A
aproximacao resulta num aumento da frequéncia de recepcao e, portanto, numa diminuicao
do periodo, enquanto o afastamento resulta numa diminuicdo da frequéncia de recepgao
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e, portanto, num aumento do periodo. Intuitivamente, se o emissor estiver se afastando
do receptor (ou vice-versa), cada crista da onda deve percorrer uma distancia maior que
a anterior, 0 que resulta num aumento do intervalo de recepgao de cristas sucessivas. O
mesmo argumento vale para os pulsos considerados aqui: como o observador B’ esta se
afastando de A, cada pulso emitido por A deve percorrer uma distancia maior que o anterior
para chegar até B'. Portanto, o intervalo de recepcao dos pulsos por B’ € maior que o in-
tervalo de emissao desses pulsos por A. Sera utilizada aqui a expressao fator k de Bondi,
ou simplesmente fator k, para a razao entre o intervalo de recepgao T’ dos pulsos por B’
(medido pelo reldgio de B’) e o intervalo de emissao T dos pulsos por A (medido pelo relégio
de A):

__intervalo de recepgéo por B’ (relégio de B') 1’

_ — =—=. A
intervalo de emissao por A (relégio de A) T (3.1)

Este é o fator de Bondi que caracteriza o0 movimento de B’ em relagdo a A. Claramente,
0s papeis de A e B’ poderiam ser trocados, de maneira que o mesmo fator k caracteriza o
movimento de A em relagdo a B'." No caso considerado, k > 1, pois os dois observadores
estao se afastando um do outro.

3.4 Analise

Pela definicao acima, o intervalo de recepcao dos pulsos por B’ € T' = kT. Portanto, o
intervalo de emissao dos pulsos de B’ também é T’ = kT. Ja que, pelo segundo postulado
da relatividade, todos os pulsos de luz se propagam com a mesma velocidade, os pulsos
emitidos por A e por B’ viajam juntos (em pares) até C e sao portanto recebidos com o
mesmo intervalo. Este intervalo, medido pelo reldgio de C, é igual ao intervalo T de emissao
dos pulsos por A, ja que C esta em repouso em relacao a A.

3.5 Resumo

A B’ C
intervalo de emissao T — intervalo de recepgao kT
intervalo de emissao kT — intervalo de recepgao T

"Esta afirmac&o é valida no caso da luz porque a velocidade de propagacdo dos sinais é a mesma para
todos os observadores. No caso de uma onda sonora, seria necessario considerar, nao apenas o movimento
relativo da fonte e do receptor, mas também os movimentos da fonte e do receptor em relagcdo ao meio de
propagacao.
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3.6 Conclusao

A razao entre o intervalo de recepcao dos pulsos por C (medido pelo relogio de C) e o
intervalo de emissao por B’ (medido pelo relégio de B’) é

F_ intervalo de recepgdo por C (relogiodeC) ~ T = T 1
~ intervalo de emissdo por B’ (relégiode B) T/ kT k'

(3.2)

O fator k assim definido caracteriza 0 movimento do observador C em relagéo ao obser-
vador B’ ou, equivalentemente, o movimento do observador B’ em relagdo ao observador
C. Neste caso, k < 1, pois os dois observadores em questao estao se aproximando um do
outro.

3.7 Compacto

intervalo de recepcao

Movimento relativo do emissor e do receptor | — dod- A
p intervalo de emissao

afastamento k
aproximacao 1/k

3.8 Comentarios

A existéncia de um fator k diferente de 1 ndo é peculiar a Relatividade Restrita, é sim-
plesmente o efeito Doppler. Mas a relagao explicitada no quadro acima é caracteristica da
Relatividade Restrita, pois supde que a velocidade do sinal luminoso é independente das
velocidades do emissor e do receptor.

O fator k é bastante conveniente para caracterizar o movimento relativo de dois observa-
dores inerciais mas, uma vez introduzido este conceito, a velocidade relativa v, comumente
utilizada como ponto de partida em apresentacoes da Relatividade Restrita, pode natural-
mente ser deduzida como uma funcao de k. Isto sera feito no préximo capitulo.



Capitulo 4

Relacao entre o fator k e a
velocidade relativa v

4.1 Introducao

A maioria das apresentacoes da Relatividade utilizam a velocidade relativa para especificar
a relagcao cinematica entre dois observadores. Embora menos conveniente que o fator de
Bondi, esta quantidade é importante e, neste capitulo, fica estabelecida a relacao entre as
duas grandezas.

4.2 Situacao

Um observador B’ estd em movimento retilineo uniforme em relagao a outro observador A.
O observador A carrega um dispositivo capaz de emitir e detectar pulsos de luz, enquanto
o observador B’ carrega um espelho capaz de refletir os pulsos mandados por A.

Quando B’ passa por A, ambos zeram os seus reldgios; se denotarmos por O esse
evento, teremos entao tp = t'p = 0.

Quando B’ passa por A, este manda um primeiro pulso de luz para B’. Ja que A e B’ estao
no mesmo lugar naquele instante, este pulso é refletido essencialmente instantaneamente
pelo espelho e o pulso refletido € recebido por A no mesmo instante. Ou seja, pode-se
considerar que os eventos de emissao, reflexao e recepcao deste primeiro pulso concidem
todos com o evento O.

O observador B’ entdo comeca a afastar-se de A. O movimento de afastamento de um
dos obervadores em relagdo ao outro é caracterizado pelo fator de Bondi k.

Algum tempo depois, 0 observador A manda um segundo pulso de luz para B’; este pulso
é refletido pelo espelho e recebido de volta por A. Denotamos por /, R e F, respectivamente,
0s eventos de emissao (por A), reflexao (por B’) e recepcao (por A) deste pulso.

A situacao descrita acima esta representada no diagrama de Minkowski da Figura 4.1.
Naturalmente, o primeiro pulso, cuja existéncia possui duragao arbitrariamente curta, ndo é
visivel. Além dos elementos introduzidos acima, o grafico mostra a construgao necessaria

12
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para extrair as coordenadas (tr, xz) do evento R de reflexdo do segundo pulso, que desem-
penham um papel central na analise da proxima segao.

Y

Figura 4.1: Diagrama de Minkowski mostrando a situagdo considerada para estabelecer a relagdo
entre o fator de Bondi e a velocidade relativa de um par de observadores. Vé-se as linhas de mundo
dos dois observadores A e B’ e do (segundo) pulso de luz mandado pelo primeiro observador e re-
fletido pelo segundo. A determinagédo grafica das coordenadas do evento de reflexao, no referencial
de A, esta explicitada.

4.3 Analise

Na notacao introduzida no comeco deste texto, os tempos de emissao dos dois pulsos,
medidos pelo reldgio de A, sdo ty € t; € o intervalo de emissao dos pulsos é t; —tp. Os
tempos de reflexao desses pulsos, medidos pelo relégio de B’, sdo t' e t'z. Naturalmente,
uma reflexdo pode ser considerada como uma recepgao seguida de imediata reemissao,
portanto, o intervalo de recepcao dos pulsos pelo observador B' é t'; — t'o. Pela definicao
do fator k, pode-se escrever, entao,

t'r —t'o=k(t; —to), (4.1)
ou, jaquety =tp =0,
t; = E (4.2)
I — k . .

Na mesma notacao, os tempos de recepcao, pelo observador A, dos pulsos refletidos, sao
to e ty, respectivamente, e o intervalo de recepcao desses pulsos é t — to. Como ja apon-
tado, os tempos de reflexdo dos pulsos por B* podem ser interpretados como tempos de
emissao dos pulsos refletidos e, portanto, o intervalo de emissao desses pulsos refletidos,
medido pelo relégio de B’, é t'r — t'. A definicao do fator k pode ser aplicada de novo para
relacionar o intervalo de recepcao, por A, dos pulsos refletidos com o intervalo de emissao,
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por B’, desses pulsos. A relagcdo em questao é, claramente,
tr —to = k(t'r = t'o) , (4.3)

ou, simplesmente,
tp =kt'p. (4.4)

Tendo registrado o tempo t; de emissao do segundo pulso e o tempo t; de recepcao do
pulso refletido correspondente, o observador A pode atribuir um tempo e uma posi¢ao ao
evento de reflexdo R. Como o segundo pulso se propagou com a velocidade constante ,
ele levou 0 mesmo tempo para ir até o evento R e para voltar. Portanto, ele esteve em R no
instante médio entre o instante de emissao e o instante de recepgao. Ou seja, o observador
A atribui ao evento R o tempo

trttp tr/k+ktp K+ 1t,
T2 2 T2k
onde foram usadas as relagoes (4.2) e (4.4).

A distancia entre o evento R e o observador A, ou seja, a coordenada de posicao xp
atribuida por A ao evento R, € a metade da distancia total percorrida pelo segundo pulso
entre a sua emissao e a sua recepgao, apos reflexao por B'. Ja que o pulso se propaga com
a velocidade -, isto d3, invocando de novo as relagées (4.2) e (4.4):

(tr — t7) (kt'r — t'r/k) (k? —1)

(4.5)

R

4.4 Conclusao

Como o observador B’ estava presente no evento O e no evento R, para o observador A, o
observador B’ percorreu a distancia x; no tempo tz. Portanto, pode-se calcular a velocidade
v de B’ em relagcao a A simplesmente por
v="2E (4.7)
tr
A partir dos resultados (4.5) e (4.6), obtem-se, ap6s algumas simplificacoes elementares,

k> —1

Esta € a expressao da velocidade relativa de dois observadores cujo movimento de afasta-
mento reciproco é caracterizado pelo fator de Bondi k. Verifica-se que k = 1 corresponde a
v=0equev < csempre.

Para obter a relagao inversa, basta reescrever (4.8) na forma

K2 (c—v)=c+v (4.9)

para deduzir
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4.5 Comentarios

Na secao anterior, ficou estabelecida a relagao entre o fator de Bondi k e a velocidade
relativa v no caso de dois observadores que estao se afastando um do outro.

Como foi demonstrado no capitulo anterior, se os observadores estivessem se aproxi-
mando, o fator seria

h—to Jo—v
k +v

As expressoes (4.10) e (4.11) sao encontradas na maioria dos livros-textos de Relati-
vidade na discusséo do efeito Doppler' para a luz (ou para uma onda eletromagnética em
geral), para as situacdes de afastamento e de aproximacao do detector em relacao a fonte,
respectivamente.

Pode ser util enfatizar que a quantidade v considerada aqui é, na verdade, o médulo,
ou valor absoluto, da velocidade relativa dos observadores. Uma apresentagcao mais con-
vencional consiste em atribuir arbitrariamente um sentido positivo a linha de movimento do
segundo observador, em relagao ao primeiro, e considerar v > 0 se 0 movimento for nesse
sentido e v < 0 se for no sentido contrario. Tal atribuicao especifica 0 movimento rela-
tivo pelo valor de v €] — ¢, +|, para toda a duragdo do movimento, sem distinguir entre as
situacdes de afastamento e de aproximacao dos observadores. Ja na abordagem de Bondi
utilizada aqui, se 0 movimento relativo for especificado por k > 1 na fase de afastamento, o
mesmo movimento devera ter sido especificado por k = 1/k < 1 na fase de aproximagao.

(4.11)

"Na forma apresentada aqui, trata-se das expressdes para a razao entre os periodos de recepcao e de
emissao. Se forem consideradas frequéncias em vez de periodos, as expressdes serdo invertidas, ja que a
frequéncia é o inverso do periodo.



Capitulo 5

Dilatacao do tempo

5.1 Introducao

E frequente ouvir afirmar que Einstein estabeleceu que o tempo & relativo. A afirmacdo mais
precisa é que observadores em movimento relativo atribuirdao valores diferentes ao intervalo
de tempo entre dois eventos. Por exemplo, se um observador comparar o andamento de um
relogio carregado por outro observador em movimento em relagao a ele, com o andamento
do seu proprio relégio, ele constatara que o reldgio em movimento esta se atrasando, pois
o intervalo entre “tiques” do relégio em movimento sera maior que o intervalo entre “tiques”
do seu proéprio relégio. A razao entre esses intervalos € uma funcao simples do fator de
Bondi - ou da velocidade - que caracteriza o movimento de um observador em relagao ao
outro.

5.2 Situacao

A situagao considerada € aquela do item anterior, representada no diagrama de Minkowski
da Figura 4.1. Os dois eventos focados sao dois “tiques” do reldgio carregado pelo obser-
vador B’. O primeiro “tique” ocorre no evento O, ou seja, quando os dois observadores se
cruzam. O segundo “tique” ocorre quando o segundo pulso de luz é refletido pelo espelho
carregado por B’, ou seja, no evento R.

Como no capitulo anterior, supde-se que os dois observadores acertam seus reldgios
quando se cruzam, de maneira que tanto o reldégio de A quanto o relégio de B’ marcam
zero quando ocorre o primeiro “tique”: top =t'o = 0. O tempo marcado pelo relégio de B’
quando ocorre o segundo “tiqgue” considerado é denotado por t'z e o tempo atribuido pelo
observador A a este evento € denotado por tx. O intervalo entre os “tiques” €, portanto, t'»
pelo relégio de B’ e ty pelo reldgio de A. A razao tp/t'; entre esses intervalos é a grandeza
de interesse. Se o tempo fosse universal, fluindo igualmente para todos os observadores,
esta razao seria, evidentemente, igual um.

16
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5.3 Analise

Como o segundo “tique” do relégio carregado pelo observador B’ coincide com o evento R,
o tempo marcado pelo rel6gio do observador A quando ele ocorre é o tempo atribuido por
A ao evento R, tempo este que ja foi calculado no capitulo anterior, com o resultado [veja a
expressao (4.5)]
t'r/k+kt'r
tp= ——— .
2

A razao entre os intervalos separando os "tiques”, medidos por cada observador, € portanto

(5.1)

tp  1/k+k
ey = 2
' > 7 (5.2)

onde foi introduzida a notagao convencional v para esta importante quantidade, conhecida
como fator de Lorentz. Usando a expressao (4.10) obtida anteriormente para o fator k em
termos da velocidade relativa v, pode-se obter facilmente a expressao do fator de Lorentz

em termos de v:
1 —vV +v
7_5(\/ +V+\/ —V)_ 2_\/27 (53)

1
T

Naturalmente, v = 1 se o0s dois observadores estiverem em repouso relativo. Para observa-
dores em movimento relativo, tem-se sempre ~ > 1 e o fator v cresce infinitamente quando
a velocidade relativa dos dois observadores se aproxima da velocidade da luz.

ou

(5.4)

5.4 Resumo

Para resumir numa notagao mais geral o resultado obtido, & conveniente adotar a letra grega
A para indicar um intervalo de variacao de alguma quantidade. Por exemplo, a notagao At’
indica a variagao (aqui, entre os eventos O e R) do tempo marcado pelo reldgio carregado
pelo observador B’ e a expressdo At refere-se a variagdo do tempo marcado pelo relégio
do observador A (entre os mesmos eventos). No desenvolvimento acima, tem-se At' =t'
e At = ti. Portanto, a relacao (5.2) toma a forma

At = YAt . (5.5)

A diferenca essencial entre os observadores B’ e A é que, para o primeiro, o relégio cu-
jos “tiques” sdo os eventos considerados estd em repouso quando, para 0 segundo, esse
relégio esta em movimento com velocidade v. Para enfatizar este ponto essencial, é conve-
niente utilizar a notagao At, para o intervalo de tempo indicado pelo relégio em repouso e
a notagao At, para o intervalo correspondente, medido pelo relégio de um observador que
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vé o primeiro reldgio se movimentando com velocidade v. Na situagao analisada acima,
tem-se entao At' = Aty e At = At,, de maneira que a relagao (5.5) fica

1
At, = yAty com 7= ———— > 1. (5.6)

V1—v2/c2?
A expressao intervalo de tempo proprio é frequentemente usada em referéncia a Aty, 0
intervalo entre “tiques” de um reldgio, medido num referencial no qual esse relégio esta em
repouso.

5.5 Conclusao

Um observador constata que o deslocamento do ponteiro de um relégio em movimento
indica um intervalo de tempo At,. Comparando com o delocamento do ponteiro do relégio
que ele carrega consigo, ele repara que este nao correponde ao mesmo intervalo de tempo,
e sim ao intervalo At,, tal que At, = yAty > Aty. Confiando, evidentemente, no seu proprio
relégio, ele conclui que o relogio em movimento esta se atrasando. Este fenbmeno é
conhecido como dilatacao do tempo.

Vale enfatizar os seguintes pontos:

o E facil verificar que a expressao (5.2) é invariante frente & troca k <+ 1/k e, portanto,
para um dado valor da velocidade relativa, a dilatacao do tempo é a mesma nas
situacoes de aproximacao e de afastamento dos observadores. Vale a pena ressal-
tar esta diferenca entre o efeito Doppler e a dilatacao do tempo: no efeito Doppler,
observa-se um aumento do periodo se a fonte esta se afastando e uma diminui¢cao do
periodo se a fonte esta se aproximando; ja a passagem do tempo é sujeita a dilatacao
apenas, nunca ocorre compressao do tempo.

e O efeito € reciproco. Para B’, o reldgio carregado por A é que esta em movimento e,
portanto, esta se atrasando.

e Do ponto de vista tedrico, a dilatagao do tempo € uma consequéncia irrefutavel dos
postulados da Relatividade.

5.6 llustracao

A dilatacao do tempo é verificada experimentalmente, por exemplo nos tempos de decai-
mento de particulas instaveis produzidas pelos raios cosmicos ao penetrar na atmosfera
terrestre. Pode-se imaginar que essas particulas possuem um “reldgio interno” que deter-
mina o seu tempo de vida préoprio Aty. No referencial da Terra, as particulas se propagam
com velocidade v proxima (embora inferior) a da luz. O tempo que elas levam para atra-
vessar a atmosfera € At = H/v, sendo H a altura da atmosfera, medida no referencial da
Terra." Verifica-se que At > At,, de maneira que, se ndo ocorresse a dilatagao do tempo, as

A importancia de explicitar o referencial no qual mede-se uma altura, ou um comprimento, é assunto do
préximo capitulo.
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particulas desapareceriam antes de poder ser detectadas em laboratoérios construidos so-
bre a superficie da Terra. Mas, gracas a dilatacao do tempo, o tempo de vida das particulas
no referencial da Terra é At,, muito maior que Atg, ja que o fator de Lorentz v € muito maior
que um. Para uma particula com velocidade suficientemente proxima da velocidade da luz,
At, sera maior que At e a particula sobrevivera o tempo suficiente para atravessar toda a
atmosfera e ser detectada ao nivel do chao.



Capitulo 6

Contracao dos comprimentos

6.1 Introducao

Estabelecer a geometria do espaco requer dar sentido a distancia entre dois pontos ou, mais
concretamente, ao comprimento de um objeto rigido. Se o objeto estiver em repouso, nao
havera nenhuma dificuldade. Por exemplo, se um observador estiver sobre uma plataforma,
ele podera determinar o comprimento desta caminhando de uma extremidade até a outra
e contando o numero de passos. Como a plataforma nao se mexe, nao ha preocupacao
com a simultaneidade dos eventos utilizados, o observador pode demorar quanto quiser
para percorrer o trajeto. Naturalmente, para uma determinagao mais precisa, uso seria
feito dos principios fundamentais da fisica, em especial, da invariancia da velocidade da
luz. Colocar-se-ia um espelho numa das extremidades da plataforma e, a partir da outra
extremidade, mandar-se-ia um pulso de luz para ser refletido pelo espelho. Sendo E o
evento de emissao do pulso e D o evento de deteccao do pulso refletido, o comprimento
da plataforma serd dado por L, = <*25*=, onde « é a velocidade da luz e os tempos ), e
tp sd@o medidos pelo reldgio do observador que esta parado sobre a plataforma. O compri-
mento assim determinado é conhecido como comprimento em repouso, ou comprimento
proprio da plataforma, pois € medido por um observador que esta em repouso em relagao
a plataforma.

Quando o objeto cujo comprimento pretende-se medir estd em movimento em relacao
ao observador, & preciso ter cuidado para garantir que os eventos selecionados a cada
extremidade do objeto, para calcular a distancia entre eles, ocorram simultaneamente para
o observador em questao.

20
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6.2 Situacao

O observador A deseja determinar o comprimento L (para ele) de uma plataforma que esta
em movimento com velocidade v, correspondendo ao fator de Bondi k. Dois observadores
B’ e C’ estao parados sobre a plataforma, um em cada extremidade. Ambos carregam um
espelho. Para eles, o comprimento da plataforma é L. Como a plataforma esta em repouso
em relacao a esses observadores, este € o comprimento proprio |, da plataforma. Tem-se,
entdo, L' = L,. Supde-se que este comprimento foi previamente medido por B’, por exemplo,
mandando um pulso de luz até o espelho de C’ e detectando o pulso refletido, conforme o
procedimento descrito na Se¢ao 6.1. Supde-se ainda que B’ comunicou o resultado para A.

Para determinar o comprimento da plataforma, por ele observado, A precisara calcular a
distancia entre dois eventos ocorrendo simultaneamente (para ele) a cada extremidade da
plataforma. Estes eventos serado reflexdes de pulsos de luz pelos espelhos.

Supomos que B’ passa por A antes de C’ e supomos ainda, para simplificar, que quando
C’ passa por A, ambos zeram os seus relégios. Pode-se imaginar que A manda um pulso
para C’ naquele evento; este pulso (que chamaremos pulso 0) é recebido e refletido instan-
taneamente por C’, sendo o pulso refletido instantaneamente recebido por A. Ou seja, os
eventos de emissao, reflexao e recepcao deste pulso 0 coincidem e denotamos por O este
evento. Por convencao de notagao, to representara o tempo atribuido pelo observador A
ao evento e t'p representara o tempo atribuido pelo observador C' ao mesmo evento. Pelas
convencgdes estipuladas acima, top =t'o = 0. Evidentemente, o reldgio carregado por B’
deve também ser zerado de maneira que, para B’ e C’, os seus reldgios marcarao sempre
0 mesmo tempo, ja que eles estao em repouso relativo.

Bl

O,/ y & Ft

Figura 6.1: Diagrama de Minkowski mostrando a situagao considerada para a andlise da contragdo
do comprimento de uma plataforma. Os eixos do diagrama referem-se ao referencial do observador
A para o qual a plataforma esta em movimento. Vé-se as linhas de mundo de dois observadores
B’ e C’ colocados nas extremidades da plataforma. Para A, os dois pulsos de luz que ele manda
sao refletidos simultaneamente pelos espelhos carregados por B’ e C'. A determinagao grafica do
comprimento atribuido a plataforma pelo observador A esta explicitada.
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Para determinar o comprimento da plataforma, A manda dois pulsos 1 e 2, que sao re-
fletidos por B’ e C’ respectivamente. Como B’ esta mais afastado de A que C’, o pulso que
ird até B’ deve ser mandado primeiro (pulso 1); o pulso que sera refletido por C’' € man-
dado depois (pulso 2). Como veremos, 0s tempos de emissao desses pulsos deverao ser
acertados de maneira que as reflexdes ocorram simultaneamente para A. Para simplificar
a discussao ao maximo, sera conveniente supor que a emissao do pulso 1 se da quando
o observador C’ passa pelo observador A. Denotaremos por / este evento, onde a letra |
serve para lembrar que trata-se do evento inicial do pulso. Com essa convencgao, o evento
| coincide, na verdade, com o evento O e temos t; =t'; = 0. O evento de reflexao do pri-
meiro pulso por B’ sera denotado por R e o evento de recepgao por A do pulso refletido
correspondente sera denotado por F, onde a letra F lembra que trata-se do evento final da
vida desse pulso.

O pulso 2, que sera refletido por C’, € mandado por A algum tempo depois. Em analogia
com a sucessao de eventos / — R — F' na vida do pulso 1, introduzimos a sequéncia de
eventos J — S — G na vida do pulso 2, ou seja, denotamos por J 0 evento de emissao
deste pulso e por G o evento de recepgao por A do pulso refletido correspondente. Usamos
a letra S para indicar o evento de reflexdo desse pulso pelo observador C'.

O diagrama de Minkowski ilustrando a situacao descrita acima esta apresentado na
Figura 6.1

6.3 Analise

Os eventos de emissao, pelo observador A, dos pulsos 0 e 2 sao O e J, respectivamente.
Portanto, o intervalo de emissao desses pulsos, medido pelo relogio de A, é t; —to. Os
eventos de recepcao desses pulsos pelo observador C’ sdo O e S, respectivamente. Por-
tanto, o intervalo de recepgao desses pulsos, medido pelo relogio de C’, é t's — t'o. Pela
definicao do fator de Bondi

t's —to =k(t; —to), (6.1)

ou, simplesmente, ja que tpo =t'p =0,
t'g=kty. (6.2)

O observador C’ manda o pulso 0 refletido no evento O e o pulso 2 refletido no evento
S. Portanto, o intervalo de emissao desses pulsos refletidos é t's —t'p. Os eventos de
recepcao, por A, desses pulsos refletidos sdao O e G, respectivamente. O intervalo de
recepcao desses pulsos refletidos €, entdo, t; — to. Invocando outra vez a definicao do
fator de Bondi, pode-se escrever

te —to = k(t's —t'o) , (6.3)
ou ainda, lembrando mais uma vez que tp = t'p = 0,
te =kt'sg = k%t , (6.4)

onde foi utilizada a relagao (6.2).
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Consideremos agora o pulso 1. Apos reflexao por B’, ele passa por C’, no caminho de
volta para A; denotamos por P este evento. A deteccao, por C’, do pulso que passa por
ele pode ser considerada como uma absorcao seguida de imediata reemissao. Portanto,
pode-se considerar que o0 observador C’ emitiu pulsos nos eventos O (o pulso 0) e P (o
pulso 1 detectado no seu caminho de volta para A). O intervalo de emissao desses pulsos
é t'p —t'n. Esses pulsos sao recebidos por A nos eventos O e F, respectivamente. O
intervalo de recepcao, medido pelo relégio do receptor, € entao tr — to. Aduzindo de novo
a definicao do fator de Bondi, pode-se escrever

tr —to =k(t'p —to), (6.5)

ou, simplesmente,
tp =kt'p . (6.6)

Entre os eventos /e P, o pulso 1 foi de C’ até B’ e voltou para C’. Do ponto de vista de C' e
B’, ele percorreu a distancia 2 " entre os instantes t'; e t'p; portanto, tem-se

2 =c(tp—t))=ct'p, (6.7)
jaquet’; =0. De (6.6) e (6.7), tira-se

tF:2kL . (6.8)

Ja que a luz leva 0 mesmo tempo para ir de A até B’ e para voltar, o observador A atribui ao
evento de reflexao do pulso 1 por B’ o tempo

kL'
_b+te kLU (6.9)

2 9

tr

onde foi usada a relagao (6.8), lembrando que t; = 0. Pelo mesmo argumento, o observador
A atribui ao evento de reflexao por C’ do pulso 2 o tempo

Ctytte 14K

tg = 5 5 ty, (6.10)

onde foi usada a relagao (6.4).

Para que o procedimento possa ser considerado uma medida, por A, do comprimento
da plataforma, o observador A deve mandar o segundo pulso no instante tal que os eventos
utilizados na medida, quais sejam, os eventos de reflexdo R e S nas duas extremidades da
plataforma, sejam simultaneos (para ele, o observador A). Ou ainda, ele precisa escolher o
tempo t; no qual ele emite o segundo pulso de maneira a conseguir ts = tg, 0 que, por (6.9)
e (6.10), requer

2kL'
(14+k?)c
Por suposicao, sao de conhecimento do observador A, o fator de Bondi k que caracteriza o
movimento da plataforma em relagcao a ele e o comprimento L', que foi medido e informado
pelos observadores que estao sobre a plataforma. Portanto, o observador A pode realizar
a conta (6.11) e mandar o pulso 2 no momento certo.

(6.11)

ty =
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Denotaremos por di e dg as distancias, em relagao ao observador A, dos lugares de
ocorréncia dos eventos R e S, respectivamente. Ja que a luz se propaga sempre com
velocidade -, temos, usando (6.8) e lembrando que, por escolha, t; = 0:

2dr = c(tp —t7) =2k L. (6.12)
Semelhantemente, usando (6.4) e (6.11), tem-se

2k(k? — 1)
2
2dS: (tG—t]): (k _1)tJ:k2——|—1

O comprimento atribuido a plataforma pelo observador A sera entao, obviamente,

L. (6.13)

k2 —1 2k
— — kL' = L. .
k2+1) k?+1 (6.14)
Lembrando a relacao, previamente obtida, entre o fator de Doppler k e a velocidade v de
afastamento relativo de dois observadores, qual seja [equacao (4.10)],

L=dr—ds=(1

k= /Y (6.15)

—V

é facil verificar que
2k v2 1
T 1= == A

onde ~ € o ja conhecido fator de Lorentz.

6.4 Resumo

Inserindo o resultado (6.16) na relacao (6.14), tem-se entao
L/
o
A diferenca essencial entre os observadores B’ e A € que, para o primeiro, a plataforma cujo
comprimento esta sendo medido esta em repouso quando, para o segundo, ela esta em
movimento com velocidade v. Para enfatizar este ponto essencial, € conveniente utilizar a
notacao |, (ja introduzida acima) para o comprimento da plataforma em repouso e a notacao
L, para o comprimento correspondente, medido por um observador que vé a plataforma se

movimentando com velocidade v. Na situacdo analisada acima, tem-se entdo L' =1, e
L = L,, de maneira que a relagao (6.17) fica

L (6.17)

L 1
L, = — com V= >1
V1—v2/c2?

Como ja mencionado, a expressao comprimento proprio é frequentemente usada em re-
feréncia a L, o comprimento da plataforma, ou de qualquer outro objeto, medido no refe-
rencial no qual o objeto em questao esta em repouso.

(6.18)
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6.5 Conclusao

Generalizando este resultado, pode-se afirmar que para quem observa um objeto em mo-
vimento, este objeto parece contraido na direcao do seu movimento. Este fendbmeno
€ conhecido como contracao dos comprimentos ou contracao de Lorentz, em homena-
gem ao fisico que o considerou primeiro, embora em base de argumentos bastante diferen-
tes daqueles pertinentes na teoria da Relatividade Restrita de Einstein.

Vale enfatizar os seguintes pontos:

e Para este efeito, ndo importa se o objeto em movimento estd se afastando ou se
aproximando, ja que o fator v € o mesmo nessas duas situacoes, para um dado valor
da velocidade relativa v.

e O efeito é reciproco: um objeto que estivesse em repouso em relacao ao observador
A pareceria contraido, pelo mesmo fator ~, aos observadores B’ e C’.

e Trata-se de um efeito cinematico real, e ndo de uma ilusdo associada a observacao
do objeto com luz.

6.6 llustracao

A propagacao até a superficie da Terra e a deteccdo das particulas instaveis produzidas
na entrada dos raios cosmicos na atmosfera, que foram mencionadas no fim do capitulo
anterior como ilustracao da dilatacao do tempo, podem ser analisadas também invocando
a contracao dos comprimentos. Para tanto, basta adotar o ponto de vista de um observador
que acompanha uma particula que se propaga, com velocidade v, das regides superiores da
atmosfera até o nivel do chao. Por consisténcia com as convencdes adotadas na discussao
do capitulo anterior, denotar-se-a por B’ este observador e por A um observador em repouso
sobre a Terra. Por causa da contragao dos comprimentos, o observador que acompanha a
particula vé o chao (e, portanto, o detector), inicialmente a uma distancia H' = H, = Hy/~,
sendo Hy = H a altura da atmosfera medida pelo observador terrestre A e ~ o fator de
Lorentz associado a velocidade v. Como o chao se aproxima com velocidade v, o detector
colocado num laboratério terrestre leva o intervalo de tempo At =H'/v=H, /v = Hy/(yv)
para alcangar a particula. Se a velocidade v for suficientemente proxima da velocidade da
luz, o fator de Lorentz v serd muito grande e o intervalo At’ serd menor que o tempo de
vida préprio At, da particula. Portanto, o detector chegara antes da particula decair e esta
podera ser detectada.



Capitulo 7

Combinacao das velocidades

7.1 Introducao

Conforme a nossa compreensao corrigueira da velocidade, a lei de combinagao de veloci-
dades associadas a movimentos na mesma direcdo é a simples adicao. Por exemplo, quem
caminha a 5km/h sobre uma esteira que rola a 3km/h se desloca a velocidade de 8 km/h
em relacdo ao sagudo do aeroporto. E facil perceber que esta lei deve perder a sua vali-
dade quando as velocidades sao fracoes apreciaveis da velocidade da luz, pois ela poderia
levar a uma velocidade resultante maior que a velocidade da luz, o que nao € permitido pela
Relatividade Restrita.

Neste capitulo, deduz-se a lei relativistica de combinacao de velocidades paralelas. A lei
de combinacao dos fatores de Bondi, que segue quase trivialmente da definicao, € obtida
primeiro. Em posse desta lei e da relagao entre fator de Bondi e velocidade, ja estabelecida
no Capitulo 4, chega-se facilmente ao resultado desejado.

7.2 Situacao

Consideramos 3 observadores A, B’ e C". O observador B’ esta se afastando do obser-
vador A com velocidade v em relagao a A. O observador C” esta se afastando de B’ com
velocidade v/ em relagao a B'. Estes movimentos se dao na mesma diregao € no mesmo
sentido.

A pergunta é: qual é a velocidade do observador C” em relacao ao observador A?

Para permitir a analise baseada no uso do fator de Bondi, supomos que o observador
A emite pulsos de luz separados por intervalos de tempo T (medidos pelo reldgio de A).
Esses pulsos sao detectados por B’ a intervalos T’ (medidos pelo relogio de B’). Cada vez
que o observador B’ detecta um pulso vindo de A, ele também emite um pulso de luz. Os
pulsos emitidos por A e B’ se propagam juntos rumo ao observador C”, que os detecta a
intervalos T” (medidos pelo relégio de C”).

A situagao descrita acima pode ser visualizada no diagrama de Minkowski da Figura 7.1.
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7.3 Analise

Seja k o fator de Bondi associado a velocidade v e k' o fator associado a velocidade Vv'.
Os pulsos emitidos por A a intervalos T sao recebidos por B’ a intervalos T'. Pela
definicao do fator de Bondi:
T = kT. (7.1)
O intervalo de emissao dos pulsos de B’ também é T'. Esses pulsos sao recebidos por
C” aintervalos T”. Invocando de novo a definicao do fator de Bondi, tem-se

T = KT. (7.2)

Como os pulsos emitidos por A acompanham os pulsos emitidos por B’, eles também sao
recebidos por C” a intervalos T”. Inserindo na relacao (7.2) a expressao (7.1) do intervalo
medido por B’, obtem-se a seguinte relagao entre os intervalos medidos por A e por C”:

T/ = KKT. (7.3)

Y

Figura 7.1: Diagrama de Minkowski mostrando a situacdo considerada para a analise da
combinagao dos fatores de Bondi relativos a movimentos na mesma diregdo. Os eixos do diagrama
referem-se ao referencial do observador A. Vé-se as linhas de mundo dos observadores A, B' e
C”, e dos pulsos de luz emitidos a intervalos regulares pelos observadores A e B’. Os intervalos de
emissao e/ou recepcdo dos pulsos, medidos pelo observador envolvido, estéao indicados.

Seja K o fator de Bondi associado ao movimento de C” em relacao a A. Pela definicao
desta quantidade, pode-se escrever a relacao

T" = KT. (7.4)
Comparando as duas expressoes (7.3) e (7.4) de T”, conclui-se que
K=Kk. (7.5)

Ou seja: a lei de combinacao dos fatores k de Bondi é a simples multiplicacao.
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7.4 Conclusao

Seja V a velocidade do obervador C” em relagao ao observador A. Utilizando a relagao (4.8),
obtem-se a expressao da velocidade V em termos do fator de Bondi K:

K2 -1
V=c—r-—. 7.
K2+1 (7.6)
Substituindo nisto a expressao (7.5) de K em termos de k’ e k e entao as expressoes destes
em termos de V' e v, dadas pela formula (4.10), tem-se

k2k2 — 1 +V:Xﬂ_1 /
- e (7.7
k'?k? +1 ox H 41 24 Vv
ou finalmente ,
Ve 1Y 7 (7.8)
1+%
gue vem a ser a lei de composicao relativistica das velocidades colineares.
7.5 Comentarios
Nota-se que esta formula possui as seguintes propriedades:
e V=csev=couVv =, 0que corresponde a invariancia da velocidade da luz: se um

corpo ou sinal anda com a velocidade da luz para um observador, ele anda com a
velocidade da luz para todos os observadores.'

e V nunca ultrapassa « se v e v/ nao ultrapassam <: se um corpo ou sinal anda com uma
velocidade inferior a da luz para um observador, ele anda com uma velocidade inferior
a da luz para todos os observadores.

e Se ambas velocidades v e v/ forem muito menores que a velocidade da luz -, o se-
gundo termo no denominador da expressao (7.8) sera muito menor que um e a regra
de combinacgao relativistica reduzir-se-a, em muito boa aproximagao, a familiar lei de
combinagao aditiva, V ~ v/ + v.

"Como v e v/ sdo velocidades relativas de dois observadores, elas ndo podem ser colocadas exatamente
iguais a ¢, porém, pode-se considerar velocidades arbitrariamente préximas de .



Capitulo 8

Paradoxo dos gemeos

8.1 Introducao

No Capitulo 5, foi visto que um reldégio em movimento uniforme esta se atrasando em
comparagcao com um relégio carregado pelo observador inercial que testemunha o movi-
mento. Pode-se aplicar este resultado ao envelhecimento de uma pessoa, considerado
como governado por um relogio biolégico interno. Se imaginarmos dois gémeos que nas-
cem sobre a Terra mas, um dia, separam-se porque um deles resolve empreender uma
longa viagem até outra parte do universo, concluimos que o gémeo que fica sobre a Terra
acha que o seu irmao esta envelhecendo mais devagar que ele. Porém, o efeito é reciproco,
para o viajante, é o irmao que ficou em casa que esta se mantendo mais jovem. Enquanto
os irmaos estiverem distantes, ambos estao com a razdo sem que haja contradicao, ja que
nao ha como eles compararem objetivamente os seus estados fisicos e mentais.

Mas imaginemos que, apos alguns anos, 0 gémeo viajante resolve retornar para a casa.
No reencontro, a comparacao sera possivel e, se um dos irmaos for realmente mais jovem
que o outro, ambos terao que aceitar esta situagcao. Este capitulo analisa esta questao
intrigante.

8.2 Situacao

Consideramos trés observadores A, B’ e C". O observador B’ estd em movimento com
velocidade v em relagao ao observador A. O observador C” também esta em movimento
com velocidade v em relacao ao observador A, na mesma direcao mas em sentido oposto.

Inicialmente, B’ e C” estao se aproximando de A; B’ ja esta perto de A mas C” ainda
esta longe. Quando B’ passa por A, ambos zeram os seus relogios. Se denotarmos por O
este evento, temos entao tp = t'o = 0. Neste evento, o observador B’ manda um primeiro
pulso de luz para A, que o recebe essencialmente instantaneamente, ja que A e B’ estdo no
mesmo lugar.

O observador B’ passa entao a afastar-se de A e aproximar-se de C". Denotamos por
P o evento de encontro dos observadores B’ e C”. Neste evento, o observador C” ajusta o
seu relogio de acordo com o relégio de B’, de maneira que t”p» = t'». Ao cruzarem um pelo
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outro, tanto B’ quanto C”, mandam pulsos de luz para A. Estes pulsos viajam juntos e sao
recebidos por A no mesmo evento, que denotamos por R.

Ap6s o seu encontro com B’, o observador C” continua a se aproximar de A. Quando
C” encontra A, ele manda um segundo pulso de luz para A, que é recebido essencialmente
instantaneamente. Denotamos por Q o evento de encontro de C” com A.

A sequéncia de eventos e movimentos descrita acima pode ser visualizada no diagrama
de Minkowski da Figura 8.1.

Quando os observadores C” e A estdo no mesmo lugar, eles podem comparar 0s seus
relégios. A pergunta é: sera que os relégios de A e C” marcam a mesma hora, ou ainda,
serd que t’g =ty ? Note que, ja que B’ ajustou seu reldgio pelo de A e C” ajustou seu
relégio pelo de B’, 0 “senso comum” responderia sim a essa pergunta.

Figura 8.1: Diagrama de Minkowski mostrando a situacdo considerada na andlise do paradoxo
dos gémeos. Os eixos do diagrama referem-se ao referencial do observador A. Vé-se as linhas de
mundo dos observadores A, B’ e C”, e dos pulsos de luz emitidos pelos observadores B’ e C” quando
cruzam um com o outro.

8.3 Analise

Seja t'» 0 tempo indicado pelo reldégio de B’ no evento P de encontro com C”. Como C”
entao ajusta seu relégio com o de B’, o reldgio de C” marca t”» = t'» naquele evento.

Para o observador B’, o tempo decorrido entre 0 seu encontro com A e 0 seu encontro
comC”ét'p —t'p =t'p, jaque o reldgio de B’ foi ajustado de maneira que t', = 0. Como o
observador C” aproxima-se de A com a mesma velocidade v com a qual B’ se afastou de A,
ele leva o mesmo tempo (medido por ele a partir do encontro com B’) para chegar até A, ou
seja:

1/

t'g—t'p=tp. (8.1)

Assim, no evento Q de encontro com o observador A, o relégio de C” marca o tempo

t'"o=t'p+tp=2tp, (8.2)
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onde foi lembrado que C” ajustou o seu reldégio de maneira que t'/p = t'p.

O intervalo (medido por B’) na emissao dos dois pulsos porB', ét'p —t'o = t'p. Sejak 0
fator de Bondi relacionando A e B’. Pela definicao deste fator, o intervalo na recepcao por A
é

tp —to =k(t'p —t'o) . (8.3)

Lembrando que tp = t'o = 0, deduz-se que, quando ele recebe o segundo pulso de B’, 0
relogio do observador A marca o tempo

tp =kt'p . (8.4)

Como o primeiro pulso emitido por C” acompanhou o segundo pulso emitido por B’, este
€ também o tempo marcado pelo relégio de A quando ele recebe o primeiro pulso de C”.
Ja que o observador C” esta se aproximando de A com a mesma velocidade com a qual o
observador B’ se afastou de A, o fator de Bondi relacionando A e C” é 1/k (veja o Capitulo 3).
O intervalo na emissao dos dois pulsos por C” é t”, — t”p, portanto o intervalo na recepgao
desses pulsos por A é

/

1 / /!
to—tn="3("o—t'p). (8.5)

Assim, quando A recebe o0 segundo pulso de C”, o seu reldgio marca o tempo

1 1
to :tR+K(t/’Q—t”P) :ktlp—f—EtIP, (8.6)
onde foram usadas as relagoes (8.4) e (8.1).
Em suma, os tempos marcados pelos relogios dos observadores A e C” no evento de
encontro entre eles sao dados pelas expressoes (8.6) e (8.2).

8.4 Conclusao

Comparando as expressoes (8.6) e (8.2), pode-se ver que os tempos t; e tj, marcados
pelos relégios de A e C” no instante do encontro entre estes dois observadores ndo sao
iguais. A razao entre eles €
tQ k +
TR
Usando a expressao (4.10) do fator k em termos da velocidade relativa v, obtem-se (veja o
calculo feito na discussao da dilatacao do tempo, no Capitulo 5):

x|=

(8.7)

1
to =t/ com =
Q="7% 8 /—1—v2/ >

Este resultado é formalmente idéntico aquele obtido na discussao da dilatagao do tempo e
de fato pode ser interpretado como uma manifestacao desta dilatacao.

Contudo, a situacao aqui é significativamente diferente daquela considerada no Capitulo 5.
O efeito aqui nao é reciproco. Como A e C” estdao comparando seus reldégios no mesmo
evento (o encontro entre eles), eles tem que concordar quanto a questao de saber se um
esta adiantado em relacao ao outro.

>1. (8.8)
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8.5 llustracao

Pode-se invocar esta conclusao para responder a pergunta levantada na intoducao deste
capitulo.

O observador A mora sobre o planeta Terra e € pai dos dois filhos gémeos, Joao e
Pedro. O observador B’, um extraterrestre viajando na sua nave espacial, cruza com A e
abduz Joao, ao passo que Pedro fica com A sobre a Terra. Apds alguns anos de viagem,
a nave de B’ cruza com outra nave vindo no sentido oposto, com a mesma velocidade (em
relacao a Terra). No comando desta nave esta o observador C”, outro extraterrestre. Com
saudade do seu lar, Jodo transfere-se para a nave de C” e, apdés mais alguns anos de
viagem, ele esta de volta a Terra e reencontra o seu pai A e o0 seu irmao Pedro.

Quando A compara seus gémeos reunidos, ele repara que Joao, que viajou, esta agora
mais jovem que Pedro, que ficou em casa! Note que todos tem que concordar quanto
a isto. A situacao nao é simétrica, pois Joao pulou de um referencial inercial para outro,
enquanto Pedro permaneceu sempre no mesmo referencial inercial. Ao transferir-se da
Terra para a primeira nave, da primeira nave para a segunda, e da segunda nave para a
Terra, Joao necessariamente sofreu aceleracées. Ja Pedro nao sofreu aceleracao (na
medida em que pode-se considerar a Terra como constituindo um referencial inercial').

O drama imaginado acima fica, por enquanto, a algcada da ficcao cientifica apenas. Con-
tudo, o efeito fisico envolvido € verificado em experimentos de alta precisao que comparam
relégios carregados por avides com relégios em repouso sobre a Terra.

Esta suposicdo obviamente despreza o movimento orbital da Terra em torno do Sol.



Apeéendice A

Exemplos

A.1 Fator de Bondi - exemplo

O diagrama da Figura A.1 ilustra a situagao do ponto de vista do observador A.

C
8—65s—8—6s—8——

B’

95/

95/

//

—8—0s—8—0s—8®

—

Y

Figura A.1: Diagrama de Minkowski mostrando a situagdo considerada para ilustrar a discussao
do fator de Bondi. Os observadores A e C estdo distantes mas em repouso um em relagdo ao outro.
O observador B’ esta se afastando de A e se aproximando de C. Os intervalos de tempo medidos
por cada observador entre 0s eventos de emissio e deteccdo dos pulsos de luz estdo indicados.

Os pulsos de luz emitidos por A a intervalos de 6s sao recebidos pelo observador B’,
que esta se afastando de A, a intervalos de 9s. Portanto, o fator de Bondi que caracteriza
arelacao entre A e B', vale

o253
T 6s 27

Cada vez que B’ recebe um pulso de luz vindo de A, ele também emite um pulso de luz.
Os pulsos de luz emitidos por A e B’ viajam juntos até C, que os recebe simultaneamente.
O observador C esta em repouso em relagao a A e o observador B’ esta se aproximando
de C com a mesma velocidade (em valor absoluto) com a qual ele esta se afastando de A.

(A.1)
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Como C esta em repouso em relacao a A, ele recebe os pulsos de A a intervalos iguais
aos intervalos de emissao, de 6s. Portanto, C também recebe os pulsos emitidos por B’
a intervalos de 6s. Consequentemente, para esses pulsos, a razao entre os intervalos de

recepcao e de emissao €

6s 2 1

2 _c_ A2

9s 3 k (A2)
Ou seja: o fator de Bondi relativo a dois observadores que estao se aproximando
um do outro com uma certa velocidade relativa é o inverso daquele associado a dois
observadores que estao se afastando com a mesma velocidade relativa (em valor

absoluto).

A.2 Calculo da velocidade relativa a partir do fator de Bondi
- exemplo
O diagrama apresentado na Figura A.2 ilustra a situacao do ponto de vista do observador

A. Seja k = 3/2 o fator de Bondi relacionando os observadores A e B’. Quando os dois
observadores se cruzam, ambos zeram os seus reldgios e trocam pulsos de luz.

Y

Figura A.2: Diagrama de Minkowski mostrando a situagdo considerada para estabelecer a relagao
entre o fator de Bondi e a velocidade relativa de um par de observadores. Vé-se as linhas de mundo
dos dois observadores A e B’ e do (segundo) pulso de luz mandado pelo primeiro observador e re-
fletido pelo segundo. A determinagao grafica das coordenadas do evento de reflexao, no referencial
de A, esta explicitada. Os valores indicados correspondem ao caso k = 3/2.

Alguns instantes mais tarde, B’ recebe um segundo pulso de luz vindo de A; supomos
que o relogio de B’ marca 36 s neste evento. O intervalo de recepcao dos dois pulsos por B’
é, entao, de 36s. Portanto, o intervalo de emissao dos pulsos por A foi de

36s 3
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Ja que o primeiro pulso foi mandado por A quando seu relégio marcava 0's, 0 segundo pulso
foi emitido quando o relogio de A marcava 24 s.

O observador B' manda o pulso de volta para A. O intervalo de emissao entre os dois
pulsos mandados para A por B’ é de 36s. O intervalo de recepgao desses pulsos por A é,
portanto,

36s><k:36s><;:54s. (A.4)
Ja que o primeiro pulso foi recebido por A no instante 0s, o relégio de A marca 54 s quando
ele recebe o pulso refletido, que é o segundo pulso vindo de B'.

Para A, o evento de reflexdo do segundo pulso aconteceu no instante médio entre o
instante de emissao e o instante de recepcao, ou seja quando o relégio de A marcava

= 39s. (A.5)

Consequentemente, para A, o segundo pulso de luz que ele mandou levou
39s —24s =155 (A.6)

para chegar até o evento de reflexao por B'. Logo, este evento aconteceu a uma distancia de
15s-luz. Como B’ estava presente ao evento de reflexao (ele o provocou!), A pode concluir
desta analise que B’ percorreu 15s-luz em 39s. A velocidade de B’ em relagdo a A € entao

B 15s-_luz 5

v = =_—cC. (A.7)
39s 13

Verifique que a relagao entre k e v, neste exemplo, corresponde a férmula geral [veja a
relacao (4.10)]

k= , (A.8)

/1+5/13 3
1-5/13 2~ (A-9)

A.3 Dilatacao do tempo - exemplo

ou seja, verifique que

Pode-se considerar a situacao apresentada na secao A.2 e visualizada na Figura A.2, apro-
veitando boa parte da analise associada. O fator de Bondi relacionando os observadores A
eB ék=3/2.

Quando os dois observadores se cruzam, ambos zeram os seus relogios, portanto,
nesse evento, o relégio de A marca o tempo 0s e o relogio de B’ também marca 0s.

Porém, conforme o argumento desenvolvido na sec¢ao A.2, quando ocorre a reflexao
pelo espelho carregado por B’ do segundo pulso mandado por A, o reldgio de B’ marca 36s
mas o reldgio de A ja marca 39s. Portanto, para A, o relogio em movimento carregado por
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B’ esta se afrasando. A razao entre os intervalos de tempo medidos pelo relogio parado e
pelo relégio em movimento, conhecida como fator ~ de Lorentz é

39s B 13

Y

Como demonstrado na segao anterior, neste exemplo, a velocidade do observador B' em
relagao ao observador A é v =5/13 x . A relagdo entre o fator de Lorentz ~ e a velocidade
relativa v, deduzida no Capitulo 5, é

1
Ve

Verifique que esta relacao € satisfeita no presente exemplo, ou seja, verifique que

(A.11)

! _ B (A.12)

JI— (/132 12

A.4 Contracao dos comprimentos - exemplo

Com explicado no Capitulo 6, considera-se uma plataforma que possui um comprimento

proprio (em repouso) dado e pergunta-se qual o comprimento atribuido a esta mesma pla-

taforma por um observador para o qual ela esta se deslocando com uma certa velocidade.
Neste exemplo numérico, supde-se que o comprimento proprio da plataforma é'

Lo = 265s-luz (A.13)

e que a plataforma se desloca com velocidade

5

= — A.14
V=13 (A.14)
que, como calculado nas Secdes A.2 e A.3, corresponde ao fator de Bondi
3
k== AA
5 (A.15)
e ao fator de Lorentz 13
=—. A1
1= (A.16)

Denotamos por A o observador que realiza a medida do comprimento da plataforma
em movimento. O procedimento utilizado por A consiste em mandar pulsos de luz que
devem ser refletidos simultaneamente (do ponto de vista de A) por espelhos carregados por
observadores B’ e C’ que estdo cada um numa extremidade da plataforma e em repouso
em relacao a esta.

'E uma plataforma de comprimento bastante respeitavel, cerca de 20 vezes a distancia da Terra & Lua!
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O diagrama da Figura A.3 ilustra a situacao do ponto de vista do observador A. O ob-
servador B’ passa pelo observador A primeiro; algum tempo depois, o observador C’ passa
pelo observador A e supOe-se que, quando os dois observadores A e C’ se cruzam, ambos
zeram 0s seu relogios. Portanto, neste evento, o reldgio de A marca 0s e o relégio de C’
também marca 0s (evento O) .

Para desenvolver o argumento baseado no uso do fator de Bondi, € conveniente supor
que quando C’ passa por A, este manda um primeiro pulso de luz que é refletido instan-
taneamente pelo espelho de C’ e volta imediatamente para A. Naquele mesmo evento, o
observador A também manda um pulso para o observador B’ (evento /, que coincide com o
evento O).

Algum tempo depois, o observador A manda um outro pulso de luz que deve ser refletido
pelo espelho de C’. Como discutido no Capitulo 6, o observador A deve escolher o tempo
de emissao desse pulso de maneira que, do ponto de vista de A, a reflexao pelo espelho de
C’ aconteca simultaneamente com a reflexdao do pulso que foi mandado rumo ao espelho
de B’. Sabendo os valores do comprimento préprio da plataforma e do fator de Bondi, o
observador A pode calcular este tempo [veja a equagao (6.11), lembrando que L' = L]

como
2k Lo 2% 3 26 s—luz

Erorak i = 24s. (A.17)

Ou seja, A deve mandar o segundo pulso para C’ quando o seu reldégio marca 24 s (evento

J).
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Figura A.3: Diagrama de Minkowski mostrando a situagdo considerada para a anélise da contragdo
do comprimento de uma plataforma. Os eixos do diagrama referem-se ao referencial do observador
A para o qual a plataforma esta em movimento. Vé-se as linhas de mundo de dois observadores
B’ e C’ colocados nas extremidades da plataforma. Para A, os dois pulsos de luz que ele manda
sdo refletidos simultaneamente pelos espelhos carregados por B’ e C'. A determinagao grafica do
comprimento atribuido a plataforma pelo observador A esta explicitada.
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Ja que o intervalo de emissao dos dois pulsos mandados por A para C’ foi de 24s, o
intervalo de recepcao por C’ é de

2><24s:36s. (A.18)

Portanto, quando C’ recebe o segundo pulso vindo de A, o seu reldgio marca 36s (evento
S). Sendo o intervalo de reflexao dos dois pulsos pelo espelho de C’ de 365, o intervalo de
recepcgao, por A, dos pulsos refletidos deve ser

§><36s:54s. (A.19)

O tempo indicado pelo reldgio de A quando ele recebe o segundo pulso refletido por C' é
portanto 54 s (evento G).

Pela constancia da velocidade da luz, o tempo atribuido por A ao evento de reflexao, por
C’, do segundo pulso (evento S) deve ser a média entre o tempo de emissao e o tempo de
recepc¢ao do pulso refletido, ou seja,

= 30s. (A.20)

Como, durante este intervalo de tempo, o observador C’ afastou-se de A com velocidade

15—3 , deduz-se facilmente que o evento de reflexdao S ocorreu a uma distancia de A dada por:

3 % % 39s = 15s_luz . (A.21)

Consideramos agora o pulso de luz que foi mandado por A rumo ao espelho de B'. Ele
foi mandado no evento em que C’ cruzou por A e zerou o seu reldgio, portanto a 0s, pelos
relégios de B’ e C’. Para estes observadores, ele levou

Ly 26s-|
0 _ 205Uz 6 (A.22)

para chegar até B’; portanto, quando o seu espelho reflete este pulso, o relégio de B’ marca
26s (evento R). O pulso refletido leva o0 mesmo tempo para voltar até C’, portanto, quando
ele passa por C’, o relégio de C’ marca 52 s (evento P). Se considerarmos, junto com este
pulso refletido, aquele que foi refletido instantaneamente quando C’ passou por A, vemos
que o intervalo entre as passagens por C’ desses dois pulsos foi de 52, pelo reldgio de C'.
Portanto, o intervalo de recepgao por A foi de

g x 52s=1T78s (A.23)

e, quando o observador A recebe o pulso refletido por B’, o seu reldégio marca 78 s (evento
F). Para o observador A, o evento de reflexdo do pulso por B’ ocorreu no instante médio
entre o instante de emissao e o instante de recepcao do pulso refletido, portanto em

0s+ 78s

—— = 30s. (A.24)
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Verifica-se entdo que os eventos de reflexdo nas duas extremidades da plataforma
(eventos R e S) ocorreram simultaneamente para o observador A, como tinha que ser para
que a operagao toda corresponda de fato a uma medida, por A, do comprimento da pla-
taforma. Para completar o calculo deste comprimento, basta determinar ainda a distancia
entre o observador A e a extremidade mais longinqua da plataforma no instante da me-
dida. Como o pulso de luz refletido por B’ levou 39s para chegar até B’, esta distancia é
obviamente

X 39s = 39s-luz . (A.25)

O comprimento medido por A é a diferenca entre as distancias das duas extremidades da
plataforma no instante da medida:

39s—luz — 15s-luz = 24s-|uz . (A.26)

E imediato conferir que este resultado esta de acordo com a teoria da contracdo dos com-
primentos [veja a relacao (6.18)]:

Lo 2051wz ope s (A.27)

g D
Vale enfatizar que os eventos R e S de reflexdo dos pulsos nas duas extremidades da
plataforma, embora sejam simultaneos para o observador A — ambos ocorrem quando o
relégio deste observador marca 39 s — ndo sao simultaneos para os observadores B’ e C'.
O evento R ocorre quando o reldgio de B’ marca 26s; ja o evento S ocorre quando o reldgio
de C’ (e portanto também o reldgio de B, ja que estes dois observadores estao em estado
de repouso relativo) marca 36s. Tem-se aqui um exemplo da relatividade da simultanei-
dade, uma caracteristica notavel da Relatividade Restrita: eventos que acontecem simul-
taneamente, mas em lugares diferentes, para um dado observador, em geral nao ocorrem
simultaneamente para um outro observador em movimento em relagao ao primeiro.

A.5 Combinacao das velocidades - exemplo

O observador B’ esta em movimento em relacdo ao observador A e o observador C” esta
em movimento em relagao ao observador B’.

Sejam k = 3/2 o fator de Bondi relacionando B’ e A, e k' = 4/3 o fator de Bondi relacio-
nando C” e B'.

O observador A emite pulsos a intervalos de 6s. Estes pulsos sao recebidos por B’ a
intervalos de

6s><;:9s. (A.28)

Cada vez que B’ recebe um pulso vindo de A, ele também emite um pulso. Estes pulsos,
emitidos por B’ a intervalos de 9's, sdo recebidos por C” a intervalos de

95><§—12s. (A.29)

O diagrama da Figura A.4 ilustra a situagao do ponto de vista do observador A.
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Como os pulsos vindos de A viajam junto com os pulsos emitidos por B’, eles também
sao recebidos por C” a intervalos de 12 s. Portanto, o fator de Bondi relacionando C" e A é

_ 12s

K=—=2. (A.30)
6s
Este resultado ilustra obviamente a combinag¢ao multiplicativa dos fatores de Bondi, pois
4 3
- X=-=2. A.31
372 (A-31)
X
C”
12s
12s B’
./95/
- o7
A
— 6s—8—6s—® - >
Figura A.4: Diagrama de Minkowski mostrando a situacdo considerada para a analise da

combinacdo dos fatores de Bondi relativos a movimentos na mesma direcdo. Os eixos do diagrama
referem-se ao referencial do observador A. Vé-se as linhas de mundo dos observadores A, B’ e
C”, e dos pulsos de luz emitidos a intervalos regulares pelos observadores A e B'. Os intervalos de
emissao e/ou recepgado dos pulsos, medidos pelo observador envolvido, estao indicados

Como discutido no Capitulo 4, a velocidade relativa v € dada em termos do fator k por
[veja a relacao (4.8)]
k-1
Tl
Portanto, a velocidade de B’ em relacao a A é
(3/2)2 -1 5

(A.32)

e a velocidade de C”emrelagao a B’ é

, @432 -1 7
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Utilizando o resultado obtido na combinacao dos fatores de Bondi, podemos também calcu-
lar a velocidade V de C” em relagao a A:

22 -1 3
V= =—cC. A.
2241 5 (A-35)
A lei de combinacao das velocidades, qual seja [veja a formula (7.8)]
/
vtV (A.36)
1+ %y
corresponde entao a relagao aritmética
e 5
ol R (A37)
I+ 5 X5oxX3 5

a qual é facilmente verificada.
Vale notar que, na cinematica de Galileo e Newton, na qual a lei de combinagao das
velocidades colineares é a simples soma, o resultado para a velocidade de C” em relagao

a A seria
V —v’—i—v—l —i—i _ 216
eN T 25 13 325

Vé se que, no exemplo considerado, este valor difere do resultado fornecido pela Relativi-
dade de Einstein V = 0,6 « por cerca de 10 %. Se as velocidades v e v/ envolvidas estives-
sem ambas muito proximas da velocidade da luz, a diferenga se aproximaria de um fator 2,
ja que Vgy estaria proxima de 2 -, ao passo que V permaneceria inferior a .

— 0,665 . (A.38)

A.6 Paradoxo dos gémeos - exemplo

Sobre o planeta Terra, considerado aqui como um referencial inercial, vive um observador
A que é pai de dois filhos gémeos, Joao e Pedro. Um belo dia, quando Joao tem 5anos e
Pedro obviamente também tem 5 anos, passa pelo planeta uma nave espacial pilotada pelo
observador B’.

Apaixonado por aventuras espaciais € pela Relatividade Restrita, A resolve confiar um
dos gémeos, Joao, ao viajante B’, ao passo que o outro gémeo, Pedro, fica em casa.

Varios anos mais tarde, a nave de B’ cruza com outra nave, pilotada por um observador
C”, que viaja na direcao oposta, aproximando-se da Terra com a mesma velocidade com
a qual B’ esta se afastando do dito planeta. Sentindo saudade do seu lar, Joao resolve
aproveitar a oportunidade e transfere-se para a nave de C”. Quando esta nave alcanga a
Terra, ocorre o reencontro de Joao com seu irmao gémeo Pedro e seu pai A.

O diagrama da Figura A.5 ilustra a situagao do ponto de vista do observador A. Supomos
que a velocidade de B’ emrelacdo a A é de % , 0 que corresponde ao fator de Bondi k = 3/2
e ao fator de Lorentz v = 13/12 [veja as seg¢des A.2 e A.3].

Para simplificar, pode-se supor que, quando os dois observadores A e B’ se cruzam,
ambos zeram os seus reldgios. Para desenvolver o argumento baseado no uso do fator de
Bondi, é conveniente supor que, neste evento, o observador B’ manda um primeiro pulso de
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Jodo tem 5anos e
Pedro tem 5 anos;
eles se separam.

No reencontro, Joao
Jodo tem 65anos e Pedro
tem 70 anos.

A

N ano0 Pedro ano45 ano 65 /

’ Joao e Pedro nascem. ‘ ] Pedro morre aos 75 anos. ‘

Joao morre
aos 75 anos.

ano 60 \

Figura A.5: Diagrama de Minkowski mostrando a situagdo considerada na ilustragdo do paradoxo
dos gémeos. Os eixos do diagrama referem-se ao referencial do observador A. Vé-se as linhas de
mundo dos observadores A, B’ e C”, e dos pulsos de luz emitidos pelos observadores B’ e C” quando
cruzam um com o outro. Vé-se também as linhas de mundo dos dois gémeos, Joao e Pedro, bem
como as descricdes de alguns eventos importantes nas suas vidas.

luz para A, que o recebe instantaneamente, ja que os dois observadores estdao no mesmo
lugar.

Supomos que 30 anos mais tarde (pelo seu proprio relégio), B’ cruza com C”, que viaja
na dire¢do oposta, aproximando-se de A com a mesma velocidade - -. O fator de Bondi
relacionando C” a A é portanto 1/k = 2/3.

Quando C” passa por B’, ele ajusta o seu reldégio com o de B’, que marca 30 anos naquele
instante. Ja que Joao acompanhou B’ na viagem, ele envelheceu 30 anos e tem agora

5anos + 30 anos = 35 anos . (A.39)

Naquele momento, ele abandona a nave de B’ e comecga a viagem de volta, na nave de C”.

Quando B’ cruza com C”, ele manda um segundo pulso de luz para A. Como o intervalo
de emissao, por B’, dos seus dois pulsos foi de 30anos, 0 intervalo de recepgao desses
pulsos por A, é de

3
5 x 30 anos = 45 anos , (A.40)

ou ainda, quando A recebe o segundo pulso de B’, o seu relégio marca 45 anos.

Quando C” cruza com B’, ele também manda um pulso de luz para A, que o recebe
também quando o seu reldgio marca 45 anos.

Como C” se aproxima de A com a mesma velocidade com a qual B’ se afastou, ele leva
30 anos, pelo seu proéprio relogio, para chegar até A. Como Joao acompanha C”, ele enve-
Ihece 30 anos durante esta parte da viagem. Portanto, o seu envelhecimento total durante a
viagem foi de

30 anos + 30 anos = 60 anos (A.41)

e, no reencontro com o pai A e o irmao Pedro, ele tem
5anos + 60 anos = 65 anos . (A.42)

Podemos imaginar que, quando C” alcanca A, ele manda um segundo pulso para A, que
o0 recebe instantaneamente ja que ambos observadores estao entdo no mesmo lugar. Pela
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definicao do fator de Bondi, o intervalo de recepgao por A dos dois pulsos emitidos por C” é

% x 30 anos = 20 anos . (A.43)

Destes resultados, deduzimos que, no encontro com C”, o rel6gio de A marca
45 anos 4 20 anos = 65 anos . (A.44)
Ja que Pedro permaneceu junto a A o tempo todo, ele envelheceu 65 anos e tem
5anos + 65 anos = 70 anos (A.45)

no seu encontro com C”, que é também o seu reencontro com o irmao gémeo Joao.
Concluimos que, no reencontro, Joao tem 65 anos e Pedro tem 70 anos. Ou seja, o gémeo
que fez a viagem de ida e volta envelheceu mais lentamente que o outro, que ficou
parado.
Pode-se conferir que a razao entre o envelhecimento de Joao, que viajou, e o de Pedro,
que ficou parado, € dada pelo inverso do fator de Lorentz, como prevé a férmula (8.8):
60anos 12 1

65anos 13 (A.46)

Sendo os gémeos biologicamente idénticos, € plausivel que ambos morram ao atingir
a mesma idade biologica, por exemplo 75anos. Mesmo assim, quando Pedro falecer, aos
75 anos, Joao tera apenas 70 anos e ele passara os ultimos 5 anos da sua vida lamentando a
perda do irmao Pedro.
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